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Resumo

Nesta tese aplicamos a interpretagdo de Bohm-de Broglie a gravitacio quantica candnica

e mostramos que independentemente da regularizacdo ou escolha de ordenamento na
equacao de Wheeler-Dewitt, o dnico efeito quantico relevante que nao quebra a estrutura
de espaco-tempo é uma mudanga de assinatura de lorentziana para euclideana. Os outros
efeitos quanticos ou sdo triviais ou quebram a estrutura de espago-tempo. Construimos
uma geometrodinamica quantica na visdo de Bohm-de Broglie que permite o estudo destas
estruturas. Por exemplo, mostramos que qualquer solugao real da equagao de Wheeler-
DeWitt gera uma geometria compativel com o limite de gravitagio forte da Relatividade
Geral e com o grupo de Carroll. Provamos que a geometrodindmica quintica na in-
terpretacao de Bohm-de Broglie é sempre consistente para qualquer potencial gquantico.
Como um passo prévio e mtrodutorio a nossa metodologia, estudamos a teoria quantica de
campos no espago-tempo de Minkowski na interpretagao de Bohm-de Broglie e mostramos
um exemplo concreto onde a invaridncia Lorentz é quebrada no nivel de processos indi-
viduais.
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Abstract

In this thesis the Bohm-de Broglie interpretation of quantum mechanics is applied to
canonical quantum gravity. It is shown that, irrespective of any regularization or choice
of factor ordering of the Wheeler-DeWitt equation, the unique relevant quantum effect
which does not break spacetime is the change of its signature from lorentzian to euclidean.
The other quantum effects are either trivial or break the four-geometry of spacetime. A
Bohm-de Broglie picture of a quantum geometrodynamics is constructed, which allows the
investigation of these latter structures. For instance, it ig shown that any real solution
of the Wheeler-De Witt equation yields a generate four-geometry compatible with the
strong gravity limit of General Relativity and the Carroll group. We prove that quantum
geometrodynamics in the Bohm-de Broglie interpretation is consistent for any quantum
potential. As a previous step to introduce our metodology, we study the quantum theory
of fields in Minkowski spacetime in the Bohm-de Broglie interpretation and exhibit a
concrete example where Lorentz invariance of individual events is broken.
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Capitulo 1

Introducao

A mecdnica quéntica é aceita na comunidade cientifica mundial como sendo uma teoria
universal e fundamental, aplicavel a qualquer sistema fisico, e da qual pode-se recuperar
a fisica classica. O Universo é, claro, um sistema fisico valido: existe uma teoria, a
Cosmologia Padrao, que é capaz de descrevé-lo em termos fisicos, e fazer previsoes que
podem ser confirmadas ou refutadas pelas observagées. De fato, as observacdes confirmam
até agora o cenario cosmoldgico padrdo. Admitindo-se entdo a universalidade da mecdnica
quantica, concluimos que o proprio Universo deva ger descrito pela teoria quantica, da
qual poderiamos recuperar a Cosmologia Padrao. Mas, a interpretagdo de Copenhaguen
da mecénica quantica [1, 2, 3]*, ensinada nos cursos de faculdade e utilizada pela maioria
dos fisicos de todas as dreas (em especial na apresentagdo de von Neumann), ndo pode
ser utilizada numa teoria quantica da Cosmologia. fsto porque ela impoe a existéncia de
um dominio cldssico. Na formulagdo de von Neumann, por exemplo, a necessidade de

um dominio cldssico vem da forma como ela resolve o problema da medida (veja Ref. [4]

IEmbora estes trés autores tenham diferentes visdes da teoria quantica, o primeiro deles enfatizando
a indivisibilidade dos feromenos quanticos, o segunde a nogio de potencialidade e o terceiro o conceito
de estados quanticos, para todos eles resulta crucial a existencia de um dominio cldssico. Esta é a razao
de apresentar suas visfes sob o mesmo nome ‘interpretacao de Copenhaguen’,
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para uma boa discussio deste ponto). Na medida impulsiva de um certo observivel, a
funcao de onda do sistema medido mais o aparelho macroscépico de medida divide-se em
muitos ramos que praticamente ndo se superpem {de modo a se obter uma boa medida),
cada uma delas contendo o sistema observado num autoestado do observdvel medido, e o
ponteiro do aparelho apontando para o respectivo autovalor. Porém, ao final da medida
observamos somente um desses autovalores, e a medida é um processo robusto ja que se
repetimos o processo imediatamente depois, vamos obter o mesmo resultado. A funcao
de onda parece colapsar, os outros ramos desaparecem. A interpretacdo de Copenhaguen
asume que este colapso é real. Mas um colapso real nio pode ser descrito por uma
evolucdo unitdria de Schrodinger. Por isso a interpretacdo de Copenhaguen deve asumir
que existe um processo fundamental numa medida o qual deve-se produzir fora do mundo
quantico, num dominio classico. Claro que se agora desejamos quantizar todo o Universo,
nao existe lugar para num mundo cldssico fora dele, e a interpretacdo de Copenhaguen
ndo pode ser aplicada. Quer dizer que, ao insistir com a interpretacdo de Copenhaguen,
deve-se asumnir que a teoria quantica ndo é universal ou, no minimo, tentar melhora-la
com conceitos adicionais. Uma possibilidade seria a de invocar o processo de descoeréncia
[5]. De fato , a interagio do sistema quéntico observado com o seu ambiente produz uma
diagonalizacdo efetiva da matriz densidade reduzida, obtida do traco com respeito aos
graus de liberdade irrelevantes. A descoeréncia pode explicar porque a divisio da funcdo
de onda é dada em termos dos estados do ponteiro, e porque nao vemos superposicoes de
objetos macroscépicos. Desta forma, as propiedades classicas emergem da teoria quantica

sem necessidade de serem assumidas. No contexto da gravitagdo quéntica, a descoeréncia
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também pode explicar o surgimento de uma geometria de fundo classica num universo
quantico [6]. De fato, esta é a primeira quantidade a se tornar cldssica. Contudo, a
descoeréncia ainda nio é a resposta completa ao problema da medida [7, 8. Ela nio
consegue explicar o colapso aparente da funcao de onda depois que acaba a medida, ou
porque apenas um dos elementos da diagonal da matriz densidade sobrevive apés termina
o proceso de medida. A teoria € incapaz de explicar a existéncia de fatos, sua unicidade, em
contraposicao com a multiplicidade dos fendmenos possiveis. Ainda estao em progresso
outros desenvolvimetos da teoria como por exemplo o de ‘historias consistentes’ [9], o
qual ainda esta incompleto. O importante papel desempenhado pelos observadores nestas
descri¢oes ainda néo foi explicado [10], e portanto persiste o problema de como descrever
um Universo quantico onde a geometria de fundo ainda nao é classica. Contudo, existem
algumas solugoes alternativas para este dilema cosmolégico quantico os quais, junto com
a descoeréncia, podem resolver o problema da medida mantendo a universalidade da
teoria. quantica. Podemos dizer que a evolucdo de Schrodinger é wma aproximacio de
uma teoria ndo linear mais fundamental que pode explicar o colpaso 11, 12], ou que o
colpaso é efetivo-mas néo real, no sentido que os outros ramos desaparecem do observador
mas continuam existindo. Nesta segunda categoria podemos citar a interpretagao de
Varios Mundos [13] e a interpretagdo de Bohm-de Broglie [14, 16]. Na primeira, todas
as possibilidades na divisao da fungdo de onda sdo realizadas. Em cada ramo existe um
observador com o conhecimento do autovalor correspondente a este ramo, mas ele ou
ela nao estd ciente dos ontros observadores ¢ das outras possibilidades, ja que os ramos

nao interferem. Na ultima, é suposta a existéncia de uma particula pontual no espaco
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de configuragao que descreve o sistema observado e o aparelho, independentemente de
qualquer observacao. Na divisdo, esta particula pontual vai ingressar num dos ramos
(isto depende da posi¢do inicial da particula antes da medida, a qual é desconhecida),
e 0s outros ramos estarfio vazios. Pode-se mostrar [16] que as ondas vazias ndo podem
interagir com outras particulas, nem com a particula pontual que contem o aparelho.
Portanto , nenhum observador pode detetar os outros ramos que estdo vazios. De novo,
temos um colapso efetivo mas ndo real (as ondas vazias continuam existindo}, mas agora
sem multiplicacao de observadores. Estas interpretagtes podem, claro, ser utilizadas em
cosmologia quantica. A evolugao de Schrodinger é sempre valida, e ndo é necessario um
dominio classico fora do sistema observado.

Nesta tese vamos tratar da aplicagio da interpretagio de Bohm-de Broglie na cosmolo-
gia quintica [17, 18, 19, 20]. Desta forma, o objeto fundamental da gravitacdo quéntica,
a saber, a geometria das hipersuperficies espaciais 3-dimensionais, supoe-se existir inde-
pendentemente de qualquer observacdo on medida, assim como também seus momentos
canonicos conjugados, a curvatura extrinseca das hipersuperficies espaciais. Sua evolucao,
mdicada por algum parametro temporal, é ditada por uma evolu¢ao quantica differente
da classica devido & presenca do potencial quantico o qual surge de forma natural da
equacao de Wheeler-DeWitt, Esta interpretacdo tem sido aplicada a muitos modelos
de minisuperespago [17, 20, 21, 22, 23, 24], obtidos impondo homogeneidade as hiper-
superficies espaciais. Foram discutidas questdes como o limite cldssico, o problema das
singularidades, o problema da constante cosmologica e o problema do tempo. Por exem-

plo, em algums desses trabalhos fol mostrado que nos modelos com campos escalares ou
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radiacdo, que sdo bem representativos do contetido de matéria no universo primordial, a
singularidade pode claramente ser evitada por efeitos quanticos. Na descricio segundo
a interpretacdo de Bohm-de Broglie, o potencial quantico resulta importante na vizin-
hang¢a da singularidade classica, produzindo uma forca quantica repulsiva, compensando
o campo gravitacional, evitando assim a singularidade e produzindo inflagao. O limite
classico (definido pelo limite para o qual o potencial quantico resulta desprezivel frente &
energia classica) para grandes fatores de escala sdo usualmente alcancados, mas para cer-
tos modelos com campo escalar ele depende do estado quantico e das condicdes iniciais.
De fato, é possivel ter universos cldssicos pequenos e universos guanticos grandes [24].
Com respeito ao problema do tempo, fol mostrado que, para qualquer escolha da funcao
lapso, a evolu¢do quantica das hipersuperficies homogeéneas produz a mesma 4-geometria
[20]. O que deve agora ser estudado é se este fato ainda é valido na teoria completa,
onde nao estamos restritos a hipersuperficies espaciais homogeéneas. A questao é: dada
uma hipersuperficie inicial com condigoes iniciais consistentes, a evolucao da 3-geometria
inicial dada pela dinamica quantica bohmiana vai produzir a mesma 4-geometria para
qualquer escolha das fungoes lapso e deslocamento?. E se assim for, qual o tipo de es-
trutura espago-temporal formada?. Sabemos que isto é verdade se a 3-geometria evolui
seguindo a dindmica da Teoria da Relatividade Geral classica {TRG), produzindo uma
4-geometria ndo degenerada, mas isso pode ser falso no casc em que a evolu¢ao dinamica
seja a bohmiana. Nesta tese vamos estudar e responder esta questdo em detalhe. A idéia
é colocar a dinamica quéantica de Bohm em forma hamiltoniana para utilizar resultados

poderosos que existem na literatura os quais dao a forma mais geral que um hamiltoniano
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deve ter para formar uma 4-geometria ndo degenerada da evolucdo da 3-geometria inicial

Nossa conclusao [26] é que a evolugio Bohmiana das 3-geometrias resulta sempre con-
sistente independentemente da escolha das funcdes lapso e deslocamento, mas somente
para estados quanticos muito especiais esta evolugao produzird uma 4-geometria quantica
nao degenerada relevante, que deve ser euclideana. Em geral, a evolugdo bohmiana das
3-geometrias produzird uma 4-geometria quantica degenerada onde estarao presentes cain-
pos de vetores especiais {os autovetores nulos da 4-geometria)?. Entdo, se impusermos
que o espaco-tempo quantico seja uma variedade quadridimensional com uma 4-geometria
nao degenerada definida sobre ele, concluimos que deva ser euclideano. Chegamos a es-
tas conclusOes sem ter assumido nenhuma regularizacac e ordenamento na equacéo de
Wheeler-DeWitt. Como sabemos, esta equacdo envolve a aplicacao do produto de op-
eradores locais sobre estados no mesmo ponto do espaco, o qual ndo estd hem definido
[28]. Portanto, precisamos regulariza-la para resolver o problema de ordenamento, e ter
uma teoria livre de anomalias {para algumas propostas veja as referéncias [29, 30, 31]).
As conclusdes desta tese sdo completamente independentes destes problemas. Também,
no caso geral onde temos 4-geometrias degeneradas, podemos obter uma imagem da es-
trutura quantica produzida pela dindmica bohmiana, a qual nao é um espaco-tempo no
sentido explicado acima mas algo como as 4-geometrias degeneradas compativeis com o
grupo de Carroll [32].

Esta tese esta organizada do seguinte modo: no préximo capitulo exporemos a inter-

2Por exemplo, a 4-geometria do espago Newtoniano ¢ degenerada [27], e o seu unico autovetor nulo é
a normal das hipersuperficies de simultaneidade, o tempe. Como sabemos, esta. estrutura ndo representa
um espago-tempo ja que estd quebrada em espaco absoluto mais tempo absolute.
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pretacdo de Bohm-de Broglie da mecanica quéantica, tanto para uma particula nao rela-
tivistica quanto para a teoria quantica de campos em espaco-tempo plano. No capitulo
3 estudaremos algumas carateristicas desta interpretacio no caso da teoria de cam-
pos mostrando resultados conceituais importantes, especialmente os concernentes 4 in-
varidncia relativistica da teoria. Ao mesmo tempo, este capitulo serve como uma in-
troducdao a metodologia seguida no caso da gravitacdo quantica. No capitulo 4 expore-
mos a cosmologia quantica candnica e no seguinte aplicaremos a interpretacdo de Bohm-
de Broglie a esta teoria. Nele construiremos a geometrodinamica quantica na visao de
Bohm-de Broglie mostrando que, independentemente da regularizagdo e ordenamento da
equacao de Wheeler-DeWitt, a evolucdo bohmiana das 3-geometrias pode ser obtida a
partir de um certo hamiltoniano, que resulta, claro, diferente do cldssico. Isto sera uti-
lizado no capitulo 6 para obter os principais resultados desta tese, relativos aos possiveis
cenarios cosmoldgicos na era quantica, a possibilidade de obter 4-geometrias quanticas
nao-degeneradas e a descricdo de outras estruturas quinticas diferentes. Discutimos
também o limite classico destas possibilidades. Encerramos com as conclusoes, discussio
e perspectivas para o futuro. No apéndice A calculamos explicitamente o colchete de
Poisson relevante para o estudo da invariancia relativistica concernente ac capitulo 3.
No apéndice B mostramos um exemplo especifico de quebra de invaridncia de Lorentz e
calculamos o seu respectivo potencial quantico. No apéndice C mostramos um exemplo

concreto de um midi-superespaco que ilustra a discussao do capitulo 6.



Capitulo 2

A Interpretacao de Bohm-de Broglie

Como vimos na introducio, a interpretagao de Bohm-de Broglie, contrariamente a inter-
pretacao de Copenhagen, prescinde da existéncia de um mundo cldssico fora do objeto
quantico e portanto pode ser usada como interpretacdo da cosmologia quantica.

Mas existem outras raz oes para estudar esta interpretagao, além da sua aplicabilidade
a cosmologia quantica. De fato, historicamente esta interpretacao surgiu para propor-
cionar uma descricio completa e causal de um fendmeno quéantico, independentemente
do ato de observacdo. Sabemos que nenhum experimento contradiz as previsoes da for-
mulacio ortodoxa e que a concordancia teoria-experimento se da com grande precisio
(como no caso da Eletrodinamica Quantica) [33], Mas como a mecanica quantica orto-
doxa prediz somente resultados de experimentos realizados com agregados estatisticos, ela
nao providencia uma descricao dos eventos individuais da experiéncia, que parecelin acot-
tecer ao acaso e dos quais sao funcdes os fenémenos estatisticos. Resulta entdao um desafio
construir uma teoria capaz de descrever os sistemas materiais individuais de forma causal,
cada um deles seguindo sua let de movimento, cujo comportamento em conjunto repro-

duza as previsdes estatisticas da mecanica quantica. Assim, os registros no laboratorio
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poderiam ser explicados como resultado de uma sequéncia de processos hem definidos
ocorridos em sisternas que possuem propriedades que existem independentemente do ato
da observacdo. Um modo de fazer isto foi construiido por Louis de Broglie e David Bohm.
Além dos artigos originais e dos que se seguiram na literatura, ja existe hoje o primeiro
livro texto de mecanica quantica nesta interpretagdo [16].

Neste capitulo vamos expor as principais carateristicas da interpreta¢do de Bohm-de
Broglie da mecanica quantica, que serdo uteis no nosso tratamento da gravitacao quantica
e teoria de campos nos capitulos seguintes. Mostraremos primeiro como esta interpretacao
se aplica ao caso de uma particula descrita pela equacio de Schrodinger e depois vamos
obter, por analogia, a interpretacao causal de uma teoria de campos no espacgo-tempo
plano.

Comecemos com a interpretacao de Bohm-de Broglie para a equagao de Schrcdinger
de uma particula. Na representacdo de coordenadas, para uma particula ndo relativistica
cujo hamiltoniano é H = p?/2m + V(x), a equacio de Schrodinger é

= [_h_2v2 + V(a:)} W(z,t). (2.1)

]

o (z,t)
& ot

2m

Podemos transformar esta equagao diferencial sobre um campo complexo num par de
equagoes diferenciais acopladas sobre campos reals, escrevendo W = Aexp(iS/h), onde A

e S5 sao fungdes reais, e substituindo-a em (2.1). Obtemos as seguintes equagées

as  (VS)r . Rh VA
ot + 2m T 2m A . (2:2)
dA? Vs

m

TV (A?—): 0. (2.3)
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Na interpretacdo de Copenhagen, a Eq. (2.3) é uma equagdo de continuidade para a
densidade de probabilidade A? de encontrar a particula na posi¢ao r e tempo t. Toda
a informacdo fisica do sistema estd contida em A2, e a fase total S da funcdo de onda é
completamente irrelevante. Nesta interpretacao nada é dito a respeito de 5 e sua equacao
de evolucdo (2.2). Mas suponhamos que o termo %% nao esteja presente na equacgio
(2.2). Entdo podemos interpretar (2.2} e (2.3} como equagbes para um conjunto es-
tatistico de particulas classicas submetidas ao potencial classico V' satisfazendo a equagao
de Hamilton-Jacobi (2.2), cuja densidade de probabilidade de distribuigao no espago, A2,
verifica a equagéo de continuidade (2.3). VS(x,t)/m é o campo de velocidades v(z,t) do
conjunto de particulas. Quando o termo %%, que chamaremos de potencial quantico,
estd presente, podemos ainda interpretar (2.2) como uma equacio de Hamilton-Jacobi
para o conjunto de particulas. Mas agora, as trajetdrias ndo vao ser as cldssicas, devido
a presenca do potencial quantico na {2.2).

A interpretacdo de Bohm-de Broglie da mecanica quantica esta baseada nas duas
equacoes (2.2) e (2.3) do modo explicado acima, ndo s6 na dltima como a interpretacio
de Copenhagen. O ponto de partida é que a posicao r e o momento p estdo sempre bem
definidos, sendo a particula gniada por um novo campo: o campo quantico. Este campo
U satisfaz a equagao de Schrodinger (2.1) a qual é equivalente as duas equacdes reais
(2.2) e (2.3). A equagao (2.2) é interpretada como uma equagao tipo Hamilton-Jacobi

para a particula quantica submetida a um potencial externo, o qual é a soma do potencial

cldssico com o novo petencial guéntico:
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7 VA

0O efeito do campo ¥ sobre a trajetdria da particula se di através do potencial quantico
(2.4). Uma vez obtido ¥ ao resolver a equacio de Schridinger, podemos obter a trajetdria
da particula, z(¢), integrando a equacao diferencial p = mi = V.5(z,1), a qual é chamada
de relacdo guia ou relagdo de Bohm (o ponto acima significa derivada temporal). Claro
que vamos precisar conhecer a posigao inicial da particula para obter a trajetéria nao
cldssica z(t), a partir desta equacio diferencial. No entanto, n6s nao conhecemos a posigao
inicial da particula pois nao sabemos como medi-la sem perturbar o sistema (esta é a
variavel escondida da teoria). Para estar de acordo com todos os experimentos quanticos, é
preciso postular que, para uin conjunto estatistico de particulas no mesmo campo quantico
U, a densidade de probabilidade de distribuigdo das posicées iniciais zq é P(xg,ty) =
A%(zo,t = 1). A equagio (2.3) garante que P(z,t) = A*(z,t) para todo tempo. Deste
modo, as previstes estatisticas da teoria quantica na interpretacio de Bohm-de Broglie
sdo exatamente as mesmas que na interpretacio de Copenhaguen.’

Resulta interessante notar que o potencial quantico ¢ depende s6 da forma de ¥, ndo
do seu valor absoluto, como vemos da Eq.(2.4). Este fato coloca em evidéncia o carater
nao local e contextual do potencial quantico?. Esta é uma carateristica necessaria pois

as desigualdades de Bell, junto com os experimentos de Aspect, mostram que, em geral,

1Ja foi mostrado que sob situaces cadticas tipicas, dentro da interpretagio de Bohm-de Broglie, uma
distribuigdo de probabilidade P # A? deve rapidamente convergir ao valor P = A? [34, 35]. Neste caso, 0
postulado da probabilidade inicial nao seria necessirio, e poderiamos ter situacoes, em intervalos de tempo
muito curtos, onde esta interpretacao de Bohm-de Broglie modificada poderia diferir da interpretacio de
Copenhaguen.

2A nao localidade de @ resulta evidente ao generalizarmos a interpretagio causal para nm sistema de
muitas particulas,



Capftulo 2. A Interpretagdo de Bohm-de Broglie 12

uma teoria quantica deve ser ou nao local ou nao ontolégica. Dado que a interpretagao
de Bohm-de Broglie é ontologica, entdo ela deve ser ndo local. O potencial quantico nao
local e contextual causa os efeitos a quanticos. Ele nao tem paralelo na fisica classica.

A funcao A desempenha um papel duplo na interpretacao de Bohm-de Broglie: fornece
o potencial quantico e também a densidade de probabilidade de distribuicao das posigoes,
mas este ltimo papel é secundario. Se tivermos algum modelo no qual a nogdo de prob-
abilidade nao se aplica, poderiamos ainda assim obter informacao utilizando as relag¢des
guia. Neste caso, A? nao precisa ser normalizével. A interpretacio de Bohm-de Broglie
nao é em esséncia, uma interpretacao probabilistica. Resulta imediata sua aplicacido a
um sistema individual. O limite classico pode se obter de uma forma muito simples. So
precisamos achar as condicdes segundo as quais (7 = 03. A questio de porque numa
medida real nés observamos um colapso efetivo da funcédo de onda é respondida notando
que, numa medicdo, a fungdo de onda se divide numa superposicao de ramos que nao
se intersectam. Entfo a particula (que na verdade representa o objeto observado mais o
aparelho de medida macroscdépico) vai entrar num destes ramos (em qual deles depende
das condigoes iniciais) e serd influenciada somente pelo potencial quantico que corresponde
a este ramo particular, que € o unico ndo desprezivel na regido onde a particula realmente
estd. Os outros ramos vazios continuam existindo, mas eles ndo tem influéncia sobre
a particula medida nem sobre qualquer outra [16]. Existe um colapso efetivo mas nao
real. A equacdo de Schrodinger é sempre valida. Nao é necessario que exista uin dominio

classico fora do sistema quantico para poder explicar o proceso de medida, nem é crucial

3Qeria interessante estudar a conegio entre este limite cldssico bohmiano e o fendmeno de descoeréncia.
Até onde sabemos, ndo foi feito nehumn trabalho nesta diregio, o qual poderia iluminar tanto a inter-
pretacdo de Bohm-de Broglie quanto a comprensio do fendmeno da descoeréncia.
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a existéncia de observadores ja que esta interpretacao é objetiva.
E possivel aplicar um raciocinio similar no caso da teoria quantica de campos em
espaco-tempo plano. Como exemplo, a equacdo de Schrédinger funcional para um campo

quantico escalar é:

.ﬁa‘l’(e f_ f daf +(V@)2+L(o)} (6,1). (2.5)

Escrevendo de novo o funcional de onda na forma polar ¥ = A exp(:i5/h), obtemos:

v [l (2) wvar + vi) +aia}=o, (2:6)

8A2 /d‘ ( —):0, (2.7)

onde Q(¢) = —h*4 "; 4 é o correspondente potencial quantico (nfo regulado). A primeira
equacao é interpretada como uma equacdo de Hamilton-Jacobi que governa a evolugdo de
certa configuracio inicial de campo no tempo, a qual vai ser diferente da classica devido
a presenca do potencial quintico. A relacdo guia serd dada por:

Hy=0=—= (2.8)

oo

A segunda equacado é a equacao de continuidade para a densidade de probabilidade
A%[o{x), to] de que a configuracio de campo inicial a #; esteja dada por ¢{x).

Um estudo detalhado da interpretacio de Bohm-de Broglie na teoria quantica de

campos pode ser encontrado na Ref. [36] para o caso da eletrodindmica quantica.



Capitulo 3

Teoria de Campos na Interpretacao
de Bohm-de Broglie

Neste capitulo vamos estudar algumas caracteristicas da interpretacdo de Bohm-de Broglie
em teoria de campos. Além de encontrarmos resultados interessantes para a teoria de
campos, a saber, a prova da sua consisténcia geral e a quebra da invariancia relativistica
para processos individuais, a metodologia desenvolvida aqui servird como introdugac ao
estudo da gravitacio e cosmologia quanticas na interpretacao de Bohm-de Broglie, nos

capitulos seguintes,
3.1 Teoria de campos parametrizada

Uma caracteristica essencial da geometrodinidmica é a existéncia dos vinculos super-
hamiltoniano e super-momento, presentes, como sabemos, devido a invariancia da TRG
sob transformagdes gerais de coordenadas [37].

E possivel encontrar {ou simular) uma situacao parecida em sistemas mecénicos com
finitos graus de liberdade e tambem em teoria de campos no espago-tempo plano, por

meio de um processo conhecido como parametrizacdo [37) [38]. Isto vai permitir con-

14
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struir a teoria de modo que os estados do campo estejam definidos numa hipersuperficie
espacial geral. Deste modo, resulta manifesta a invariancia relativistica do formalismo
hamiltoniano. Ademais, esta forma parametrizada de se escrever a acdo de campos no
espago-tempo plano facilitara a implementagao da interpretagao de Bohm-de Broglie em
gravitacdo quantica, onde a agdo é parametrizada de inicio. De fato, a TRG ja é uma teo-
ria parametrizada e até agora revelou-se impossivel deparametriza-la em geral no sentido
de separar os graus de liberdade dindmicos (genuinos) dos redundantes (cinematicos). Na
TRG, estamos forcados a usar variaveis redundantes como coordenadas candnicas e por
1880 aparecern os vinculos.

Concretamente, seja um campo escalar ¢( X ) propagando-se num espago-tempo plano
de dimensio 4 com coordenadas minkowskianas X* = (T, X*). Os indices gregos vao de
0 a 3 e os indices latinos de 1 a 3. Consideremos as coordenadas curvilineas x? = (¢, z')

e seja a transformacao:

X = X(z7) (3.1)

Deixando t fixe esta equacio representa uma hipersuperficie com um sistema de coorde-
nadas espaciais 2 definido sobre ela. Para diferentes valores do parimetro t teremos uma
familia de hipersuperficies rotuladas por t.

A acdo dada em coordenadas minkowskianas é:

S = / d“Xﬁo(@, ai?a) (3.2)

onde L, representa a densidade lagrangeana em coordenadas minkowskianas. A agdo
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pode ser escrita nas coordenadas curvilineas resultando em:

96 9P . .
5:/(14:5,11:0(@,8—;%):/d‘*g;,c(@,@#,é,xg,)ca) (3.3)

Py

i 0 .
onde ¢ = 5 e = 55 e

B(XY..X?)

J=——F—=
Az ..z3)

(3.4)

é o jacobiano da transformacao. Deste modo £ indica a densidade lagrangeana em coor-

denadas curvilineas. Definindo o momento candnico conjugado a ¢, 7, na forma usual:

ac

Ty = —, 3.5
=5 (35)

obtemos a densidade hamiltoniana
h= 14— L, (3.6)

que é possivel escrever cormo
h= 9% praxs = g, (3.7)
- aX e e - 8 :

sendo T§ o tensor energia-momento nas coordenadas minkowskianas, dado por

oL, d¢
T§ = 373 — 1ilo (3.8)
822 0X?

e K fol definido como
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0
Ks= %JI;‘ (3.9)

A densidade hamiltoniana h resulta ter uma dependéncia linear nas ‘velocidades cin-
ematicas’ X 4. ja que K3 independe delas. A densidade lagrangeana serd entdo dada

por:

L =7ns6— KgX? (3.10)

Podemos definir os momentos ‘cinematicos’ como

[, = — = —Ka, (3.11)
oXe

o que produz na verdade o vinculo

I, + K, =0, (3.12)
ou seja,
azV

=1, + —JT% = 0. 3.13
H -+ %7 JT? ( )

Deste modo é possivel escrever a acio numa forma linear tanto nas velocidades dindmicas

¢ quanto nas velocidades cinematicas X2, a saber

5= /d“r(%é) FI,9). (3.14)
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Para que possamos variar livremente a acdo sem nos preocuparmos com ¢ vinculo
(3.13), devemos acrecentar & mesma o termo N*H, sendo N¢ multiplicadores de La-

grange. Assim

S = /d4.r(7r¢,<}) L TI5X5 — NOH,). (3.15)

Os vinculos (3.13) podem ser projetados nas dire¢des normal e paralela & hipersu-

perficies t = cte

H = Hon® (3.16)
Mo = HaXE (3.17)

onde X7 sdo as componentes dos vetores tangentes a hipersuperficie na base 3)(3’“7 % =

dX* 8

S axw € 0 vetor normal € definido por

Naan™n® = e = T1 (3.18)

n, X8 =0 (3.19)

(— para assinatura hiperbdlica e + para euclideana).

Portanto a forma geral dos vinculos serd dada pela soma de uma parte cinematica e

de uma parte dinamica ou de campo:

0

2 1Tone = (3.20)

H=Tn"+ ox5 7 La
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ax()
e

H; = 1. X"+ JTEXE =0 (3.21)
O vinculo H é chamado de super-hamiltonianc e o vinculo H; de super-momento. Ex-

pandindo N® na base {n®, Xf), N® = Nn® + N'X¢ teremos, para a agio,

5= f d*r(myé + HX 3 — N7 — NVH,) (3.22)

Nesta acao, as variaveis canonicas ¢, w4, X% I, sdo variadas, como jd dissemos, in-
dependentemente. As equagdes de Hamilton que resultam vio determinar a evolucdo
dessas variaveis canonicas com o tempo t. Ao variar com respeito aos multiplicadores de

Lagrange N e N obtemos os vinculos

Hr=0, Him0 (3.23)

Utilizamos, nestas Gltimas equacdes, a notagao e terminologia de Dirac: os vinculos
sdo fracamente iguais a zero, indicando com isso que os parénteses de Poisson de uma
quantidade A(¢, 7z, X<, I1,) com um vinculo fracamente zero, ndo é zero necessariamente.
Para que a teoria resulte consistente, os vinculos devem ser preservados no tempo ¢, o
qual significa que seus parénteses de Poisson com a hamiltoniana devem se anular, quer

dizer, devem ser fracamente zero. A hamiltoniana est4 dada por

H= / Po(NH + N'H;), (3.24)

Entao, devido 4 arbitrariedade dos multiplicadores N e N¢, serd H=~0e H; ~ 0 somente

si 0s colchetes de Poisson dos vinculos avaliados em dois pontos x e y da hipersuperficie
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{H(z), H(y)}, {Ha(x), H(y)} e {Hi(2), H;(y)} sfo fracamente zero. Este cdlculo foi feito
por Dirac (com ¢ = —1), que mostrou que este colchetes se escrevem como uma certa
combina¢ao linear dos vinculos originais (é dizer que nao aparecem novos vinculos) e

satisfazem a seguinte 4lgebra (chamada de ‘algebra de Dirac’)![37] [39]:

(M), H(y)} = H(2)0:8% (x,y) — H'(1)0:8%(y, ) (3.25)
{Milz). H(y)} = H(2)9:6™ (2, y) (3.26)
{Hila), Hi()} = Hi(2)2;0%(z, ) — H;(y)0id*(y, x) (3.27)

onde os indices dos super-momentos sohem com a metrica h,; induzida na hipersuperficie
t = cte, a qual estd dada por h;; = 1,3 XX . Dirac obteve este resultado com os vinculos
dados na forma (3.13).

Neste ponto resulta apropriado colocar um resultado, que serd de importancia funda-
mental no nosso estudo, e que foi obtido por Claudio Teitelboim [40]. Ele obteve esta
dlgebra (mas com a assinatura aparecendo explicitamente como vamos ver a seguir) de
uma forma bem geral que independe da forma dos vinculos e sem ter assumido necessari-
amente um espaco-tempo de Minkowski . Nesse trabalho sido estudadas as deformacoes
de uma hipersuperficie embutida num espaco-tempo riemanniano. Intuitivamente, uma
hipersuperficie rotulada pode ser deformada em geral segundo duas operagées: deixar ela
fixa no espago-tempo no qual esta embutida e simplesmente re-rotular seus pontos, ou bem
manter os rotulos e deformé-la. A primeira operaciio representa uma deformacio 6tN?,

tangencial a hipersuperficie, sendo governada por H;. A segunda operacgio representa uma

'Rigurosamente nao é uma algebra ja que as constantes de estrutura dependemn da métrica{25]
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deformagao 6t N, ortogonal & hipersuperficie e esta governada por H. Qualquer funcional
F das variaveis canénicas {campos e varidveis cinematicas) definidos na hipersuperficie

vao mudar quando esta é deformada, de acordo com o hamiltoniano dado por

i = / Fa(NH+ NH,) (3.28)
de modo que
6F = / Pr{F,6NH + §N"H,} . (3.29)
que escrevemos
oF = / Pr{F,6NTL,} . (3.30)

onde Hy = H e 6N® = 6N. Teitelboim utiliza um argumento puramente geométrico,
haseado na ‘independéncia de caminho’ da evolucdo dinamica: a mudanga nas variaveis
canonicas durante a evolugao desde uma dada hipersuperficie inicial até wma dada hiper-
superficie final deve ser independente da sequéncia particular de hipersuperficies inter-
mediarias, utilizadas na avaliacdo desta mudanca. Vamos ver isto com algum detalhe.
Partindo de uma dada hipersuperficie ¢ chegamos primeiro a uma hipersuperficie inter-
medidria g7 por meio de uma deformacac ¢€. Depois vamos desde o, até uma outra
hipersuperficie final ¢’ por meio de uma segunda deformacao é7. Se as duas deformagdes
sao feitas no ordem inverso entao vamos chegar a uma hipersuperficie final ¢” que serd em
geral diferente da hipersuperficie ¢’. Deve existir entdo uma deformacdo compensadora

o¢ que permite deformar ¢’ em ¢”. Esta deformacao pode ser escrita como [40]:
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faﬁ fdr*:r K a5(z” ;x,x’)éf“(r)én‘s + o((8€)%) + o{(8¢)?) (3.31)

As quantidades s} z(2", x, 2") (" constantes de estrutura”) podem ser calculadas usando
o fato de que as hipersuperficies estao embutidas numa 4-geometria nao degenerada, isto

é:

¢ = enf'n" + hinf‘X;’ (3.32)

Consideramos agora um funcional arbitrario Flo] avaliado na hipersuperficie ¢. Usando

repetidamente e Eq.(3.30) temos que a mudancga ao puxar a hipersuperficie o até ¢’ é

Flo'| = Flo] + [ da{Fo], (86(2) + 87 (2)Flu())

+ [ da [da{{Fla], o (o) Hala)}, 66 (2) ()} (3.33)

Apora, trocando as deformagdes én e 6§ obtemos Fo”], e usando a identidade de

Jacobi é possivel escrever para a diferenca Flo”| — Flo’]

F[g” jdi /dz f(sga(x é’,r] ( ’){F, {ﬁa(x)’f]__‘@(.rf)}} (3’34)
que tambem se escreve

Flo') = Flo') = [ @2 s¢* (" {F. Hy(2)} = (3:35)

fd3$”d3Id3 e (x)on’ (2 Vel 2 a W F (27} (3.36)
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Na tltima igualdade usamos a Eq. {3.31).
A evolugao serd consistente se e somente se esta duas iltimas equagdes forem iguais

para deformacoes 8£ e 6n arbitrarias. Vamos ter entao:

(Ho (), Ha(z')} = ] Pk (a7 3,7V (27) & 0 (3.37)

Avaliando as constantes de estrutura & 5(z";x,1'), calculo feito em [40], vamos ter que
os vinculos H =~ 0 e H; =~ 0 devem satisfazer a seguinte algebra (‘dlgebra de Dirac-

Teitelboim’)

{H(x), "2} = —e[H (2)0:6*(2' 2) — H'{2)d:6" (', 2)], (3.38)
{Hi(z), H(z)} = H(2)d:6%(x, 2", (3.39)
{H(z), Hi{z")} = F(2)8;6%(z, 2"y — H;(2")0:6% ', 2), (3.40)

onde os indices dos super-momentos sobem com a métrica h;; induzida na hipersuperfficie
t = cte, a qual estd dada agora por h;; = ga3X7X5, sendo g5 a métrica do espago de
fundo onde as hipersuperficies estao embutidas. A constante e na Eq.{3.38) pode ser %1
dependendo se a 4-geometria na qual as 3-geometrias estdo imersas, é euclideana (€ = 1) ou
hiperbélica (¢ == —1). Esta anélise se aplica tanto para uma teoria de campos num fundo
riemanniano ja dado, quanto para o caso em que o fundo é gerado pela evolugado, como na
TRG. No primeiro caso a estrutura da algebra dos vinculos impoe condigoes para que a
invariancia de Lorentz nao seja quebrada. No caso da TRG a algebra fornece as condicdes

para a existéncia de um espaco-tempo: condigées de imersibilidade que asseguram que
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a evolucao das 3-geometrias pode ser interpretada como o movimento de um ‘corte’ 3-
dimensional num espago-tempo 4-dimensional com assinatura lorentziana. Este resultado
aplicado ao caso da teoria de campos parametrizada em espaco-tempo plano que estamos
estudando, implica que os vinculos da teoria devem satisfazer justamente a algebra dada
por (3.25) {3.26) (3.27).

Vamos considerar o caso de um campo escalar em espaco-tempo plano, cujo la-

grangeano esta dado por

L, =

1/ 5 96 86
-5 (1" 35735 + V@) (341)

onde n*? = n.53 = diag(—1,1,1,1) Calculando com este lagrangeano o tensor momento-
energia, Eq.(3.8), e substituindo nas (3.20) e (3.21) vamos obter os vinculos super-

hamiltoniano e super-momento na forma

— l fa }_’_ 2 1 27047 & g o _
H= r/(H“y + 576 + 5V (W0 +U(e)) =0, (3.42)
Hi = H,IX? + W@@,i = 0, (343)

onde o vetor normal & hipersuperfficie fol escrito na forma (veja[42] cap.7) n® = "V—a, sendo

1 a(XalXQQ‘X'aZi)

Vo = —€aala2al o s
~ IO 9(zla2ad)

(3.44)

e v é a norma de v®

v =+ =1, (3.45)
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Pode se mostrar que resulta —*v, = h onde h = det(h;;) € o determinante da métrica
induzida na hipersuperficie.

Os vinculos satisfazem, como vimos, a dlgebra de Dirac. Na secdo seguinte vamos
quantizar este modelo e interpretar segundo Bohm-de Broglie, mas pasando a uma visio

hamiltoniana da mesma.

3.2 Teoria de campos parametrizadas na interpretacao
de Bohm-de Broglie

Nesta secdo vamos estudar a interpretacdo de Bohm-de DBroglie da teoria de campos
parametrizada, desenvolvida na secao anterior. Primeiramente quantizaremos seguindo
a prescrigio de Dirac. As coordenadas ¢ = (X% X', X? X3 ¢) e os momentos m4y =

(Mg, 0y, Iy, T3, me) se tornam operadores, satisfazendo as relacdes de comutagio

(6% (), 0" (y)] = 0, [7a(z). 7% (¥)] = 0 (3.46)
[¢"(x), 75 (y)] = ihéfé(z, ) (3.47)

e x,y sdo dois pontos da hipersuperficie. Os vinculos atuam aniquilando o estado, pro-

duzindo condig¢oes sobre os estados possiveis:

Hi | U>=0 (3.48)
H|U>=0 (3.49)

Na representacio ¢*(x) (‘de coordenadas’) o estado do campo escalar est4 descrito pelo

funcional ¥[¢*(x)] e o operador momento é uma derivada funcional: 74(z) = —ihgg,%.
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Substituindo na Eq. (3.48) e levando em conta o super-momento Eq.(3.43) temos

(3.50)

Esta equacao implica que ¥ é um invariante sob transformacoes de coordenadas espaciais
na hipersuperficie.
Substituindo na Eq. (3.49) o super-hamiltoniano, dado na se¢io anterior na Eq. (3.42),

temos

1
H(z)W = A( i

14

50 RETE N . B
o~ M g g+ (P00, + Uio(x))) ¥ )=0

(3.51)

Para interpretar segundo Bohm-de Broglie fazemos como é usual, escrevemos o fun-

cional de onda em forma polar ¥ = Aen¥.

Substituindo na (3.50) vamos obter duas
equacoes que indicam que tanto & quanto A sao invariantes sob transformagoes gerais de

coordenadas espaciais

58 65

o Y —0 3.52

C5xaD) T e (3.52)
64 ]

x> L (3.53)

; + @ i—
i@ )
Substituindo a forma polar da ¥ na Eq.(3.51) vamos obter duas equagdes que depen-
derao do ordenamento escolhido. Porém, a equacio que sai da parte real, depois de dividir

pela amplitude A, sera
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(gt LY 200wt o), + Ul ) 4@ =0 (350

Esta é uma equagéo tipo Hamilton-Jacobi modificada pelo potencial quantico, dado pelo
ultimo termo. Vemos que somente este termo val depender da regularizacao ¢ ordena-
mento, ja que os outros termos desta equacio estao bem definidos. Segundo a forma nao

regulada dada na Eq (3.51), @ resulta:

1 r* §%A
= - 3.55
© v2Aéo(x)? (3:53)
a outra equagdo, que sai reordenando a parte imaginaria, é
sAZ  6(AZE
oA ) (3.56)

0Xe b
Notamos que na interpretacao de Bohm-de Broglie as varidveis canénicas existem in-
dependentemente da observacao, e, como vimos no capitulo 2, a evolugao das coordenadas

canodnicas @ e X* é obtida das rela¢oes guia de Bohm, dadas por:

. 850 X7)
M, = 5Xa (3.57)
£5(c, X©

Dados os valores iniciais do campo é(ty,z') e das varidveis cinematicas X*(fg,z")
numa hipersuperficie inicial ¥ = t;, = cte, podemos integrar estas equacoes de primeiro

ordem e obter assim as trajetérias bohmianas, isto é, os valores do campo ¢(t,z') e das
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Xe{t,7%) para todo valor do pardmetro . A evolucao desses campos sera differente da
cldssica devido a presenca do potencial quantico na Eq. de Hamilton-Jacobi da teoria de
Bohm-de Broglie, Eq. (3.54). Como sabemos, o limite cldssico é obtido exigindo-se que
Q = 0. Neste caso o funcional S é solucio da equagdo de Hamilton -Jacobi classica, e
sabemos que ao integrar as equagoes (3.57) e (3.58), as solucdes que se obtem representam
um campo ¢ evoluindo num espaco-tempo de Minkowski. Isto segue do fato de que os
vinculos da teoria cldssica satisfazem a algebra de Dirac (3.38) (3.39) (3.40) com ¢ = —1.
Mas, se o potencial quéntico ndo é zero, entdo S € solugdo da equagdo de Hamilton-
Jacobi medificada {3.54) e, portanto, ndo podemos assegurar que a solucao obtida para
& represente todavia um campo num espaco tempo de Minkowski. Os efeitos quanticos
poderiam quebrar a invariancia de Lorentz e modificar assim a causalidade einsteniana
da relatividade especial. Entdc perguntamos: qual tipo de estrutura corresponderd a
este caso?. Para encarar esta questio vamos re-escrever a teoria de Bohm-de Broglie,
que estd formulada usualmente em termos da equagao de Hamilton-Jacobi, numa forma
Hamiltoniana.

As relagbes de Bohm (3.57) (3.58) permitem escrever (3.54) na forma:

7+ 0 (W9 (@)ol)ba)s + UG)) 4@ =0 (359

v

O potencial quantico Q resulta ser uma densidade escalar de peso 1. Isto pode ser visto
considerando a expresao para @ que se obtem da equagdo de Hamilton-Jacobi modificada,

Eq.(3.54)
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Q=—-—|v

v

1(‘Egﬁxy+%%§V+%ﬂ(mﬂm¢uu¢wn+4ﬂ¢wn)) (3.60)

Lembramos que v = Vi é uma densidade escalar de peso 1, e que a fase S é um invariante
perante transformacoes gerais de coordenadas na hipersuperficie (isto resulta do vinculo

super-mormento aplicado a ¥, Eq.(3.52)). Entdo 6?& é uma densidade vetorial, que es-

tando contraida com o vetor normal, resulta em uma densidade escalar de peso 1. Para
o segundo termo usamos o mesmo raciocinio e o terceiro é obviamente uma densidade de
peso 1. Assim Q ¢é uma soma de densidades escalares de peso 1, e portanto ele também é.

Podemos escrever a Eq.(3.59) da seguinte forma

H+Q=0 (3.61)

onde H é o super-hamiltoniano cldssico dado por (3.42 ). Entdo, o super-hamiltoniano

quantico cu de Bohm vai ser:

Ho=H+Q (3.62)

O hamiltoniano que gera as trajetorias bohmianas, uma vez satisfeitas inicialmente as

relacbes guia (3.57) e (3.58) sera:

Hb::/EPxLVHQ+uVWﬁ]. (3.63)

Isto pode-se ver notando que as relacoes guia sao consistentes com os vinculos Hg = 0O e

H; = 0, pois S satisfaz (3.52) e (3.54). Ademais elas sdo conservadas na evolugdo gerada
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pelo hamiltoniano (3.63). Vamos mostrar isto. Escrevemos primeiramente as relagoes de

Bohm (3.57) (3.58) de uma forma adaptada ao formalismo hamiltoniano, a saber

Y

&, =10, — ~0, 3.64
Sa (3.64)
65

(I)G‘JE o'—‘—,%’(). 3.65

= (3.65)

A conservacdo no tempo das relagdes de Bohm significa que @o = {®,,Hot =0
b, = {®.,Hg} = 0. Isto por sua vez equivale a provar que os parénteses de Poisson
com os vinculos Hg e H; se anulam. Calculemos entdo {®,, Hot, {®a, Hot, {®4, Hi}
e {®4,H;}. Para simplificar a notagéo, definimos W = h¥(z)o(z)¢(x); + U(d(x)), de

modo que o hamiltoniano quintico se escreve

1 L,
Ho=H+Q= (yana + 57+ §I/ZW)+Q (3.66)

Calculando temos

0S5 1 | O
{®s(y), Holx)} :{H(x - —, —(r/“H& + §7r¢,2 + 5JJ2W)+Q}:

oXo
6 1 08 1768 2 1 9err 1525
[R— _ Cl——— = el - ; i @ .
5¢,(y){,,(f/ 6X0($)+2(5@) +5v w)+Q} 5t (3.67)

onde o primeiro termo do lado direito desta equacdo respresenta a derivada funcional com
relagio a ¢(y), do lado esquerdo da da equacao de Hamilton-Jacobi modificada, Eq (3.54).
Por tanto € identicamente zero. O segundo termo do lado direito resulta ser fracamente

zero em virtude da relagdo de Bohm (3.65). Temos entao que
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[8.(y), Holx)} = B,(2) ~ 0 (3.68)

Para o parénteses {®.(y), Ho(z)} temos

6 (17, 6S 1/ 65 \2 1.
{‘ba(y):HQ(x)} = _‘SXT(Q){;(V m + 5(6@(:5)) -I-EI/ZW)—FQ}
1 &f st 1 vt o/, 68 1 89
Tuaxa(y) T exe(y)” P 26xey) (q&z 2 %)56@(3?)5?(0’(9)

- — b, =~ .
5 5 » = ((3.69)

onde o primeiro termo do lado direito desta equacdo respresenta a derivada funcional com
relacdo a X“(y), do lado esquerdo da equacdo de Hamilton-Jacobi modificada, Eq (3.54),
sendo, portanto, identicamente zero. Os outros termos sao fracamente zero em virtude
das relagoes de Bohun (3.64) (3.65).

Para calcular os parénteses de Poisson que envolvem o vinculo super-momento usamos
o fato de que este é gerador de transformactes espaciais de coordenadas. Temos que,
sendo 5 um invariante, entao ®, ¢ uma densidade vetorial e ¢, uma densidade escalar.

Portanto temos

{@e(y), Hi(x)} = —Py(z)0i6(y, z) = 0, (3.70)

{@aly), Hi(z)} = Bi(2)0a0(y, 7) — Caly)did(y, z) & 0. (3.71)

Combimando estes resultados obtemos

B, = {Ds, Hy} = 0, (3.72)
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&, ={d, Hy) =0, (3.73)

Ou seja, as relacoes guia de Bohm sao conservadas.
Dado que o potencial quantico nao depende dos momentos, temos que as defini¢oes

dos momentos em termos das velocidades continuam sendo as mesmas do caso classico:

¢ = {6, Hy} = {0, H}, (3.74)

Xe={X* Hy} ={X* H}. (3.75)

Expressamos a teoria de Bohm-de Broglie em forma hamiltoniana, e estamos interesa-
dos em estudar que tipo de estrutura vai corresponder a evolugao bohmiana gerada pelo
hamiltoniano (3.63). Os vinculos H; = 0 e Hg = 0 devem se manter no tempo para que
a teoria resulte consistente. A consisténcia da teoria equivale a que os vinculos tenham
parénteses de Poisson fracamente zero entre eles. No contexto do trabalho de “Teitelboim
explicado antes, vamos analizar a algebra satisfeita pelos vinculos H; = 0 e Hg = 0. O
parénteses de Poisson {H;(z), H;(y)} satisfaz a Eq. (3.27) ja que o ‘H; de Hg definido na
Eq. (3.63) é o mesmo que na teoria cldssica. Da mesma forma, {H;(z), Hq(y)} satisfaz
a Eq. (3.26) pois H; é o gerador de transformagdes espaciais de coordenadas, e como Hg
¢ uma densidade escalar de peso 1 pois () é uma densidade escalar de peso 1, entdo ele
deve satisfazer esta relacao de colchetes de Poisson com H;. O que resta ser verificado
é se o colchete de Poisson {Ho(z), Ho(y)} fecha e se ¢ como na Eq. (3.25). Vamos ver

que efetivamente este colchete resulta fracamente zero independentemente do potencial
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quantico. Este fato significa que a teoria é consistente para qualquer @ e, portanto, para

qualquer estado. Assim,

{Holx), Ho()t = {H{), H{y)} + {H(z), Qy)} + {Q=), H(y)} (3.76)

Da equacdo (3.54) podemos escrever o potencial quantico como:

Q:_l(ya 8 1,68, 1

3x°(3) + 5(%)2 + 5’/2 (hij(if)@(i"),i.@(f),j + U(O(ﬂf)))) (3.77)

v

Substituindo esta tltima na Eq.(3.76) e usando as relagoes guia de Bohm dadas por

(3.64) (3.65) encontramos que

1 65 628
Otate) oo} = s (st oo *

S0) s ) Pele)— (o e

X (y)ba(z) 5(z) Bo{u)6a(z)
a 828 gy 00 (x) apy V() _
v (@m)‘%(y)‘f"/ (y)éXa(y)‘i’ﬁ(y) —v (:c)é.Xa_(x)‘I)g(y))NO (3.78)

O lado direito desta equagao é fracamente zero em virtude das relagoes de Bohm (3.64) e
(3.65).

Vemos, portanto, que a interpretacdoe de Bohm-de Broglie de um campo escalar num
fundo de Minkowski, é uma teoria consistente. Mas, a algebra dos vinculos néo fecha
necessariamente segundo a dlgebra de Dirac. Isto vai depender da forma do ). Se o po-
tencial quantico quebra a algebra de Dirac entdo, de acordo com o trabalho de Teitelboim
sintetizado na secio anterior, a estrutura do espago-tempo de fundo vai ser modificada,

nao serd mais Minkowski. Isto significa que a invariancia de Lorentz serd quebrada. Uma



Capitulo 3. Teoria de Campos na Interpretacido de Bohm-de Broglie

34

situacao andloga val ser mostrada no caso da geometrodinamica quantica, onde o poten-

cial quantico vai determinar a estrutura quantica do Universo. A seguir mostraremos que

ja 0 estado de vacuo do campo escalar livre produz um potencial quantico que quebra a

algebra de Dirac. O cdlculo deste potencial quantico é presentado no apendice A, onde

estudamos um campo escalar livre num espago-tempo de Minkowski. Ali ¢ mostrado que

o potencial quantico para o estado de vacuo é

/d‘X(/d‘Y

que esCrevemos Coio
Q= [ &X1(X',0),
onde f é uma funcao de X* e wm funcional de ¢ dado por

1 3

f= ——('/ dzi}f%wk cos{k.(X — Y)}Q(Y))z,_},_%‘/ By |

2

Escreveremos f como

f=-B*+Ey,

onde

\[de &k Gk cos{h X = YV)Je(Y),

E() = 5/6#)( ] ddkulk

o cosk(X — Vo ) /d‘X/ Pl

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)
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Pasando &s coordenadas da hipersuperficie z* temos

Q= [ #xIf(X(2),0), (3.85)
sendo J o jacobiano J = ;—!eijke“bc%f;i%%. Assim, o @ {a densidade) que entra no

super-hamiltoniano quantico Eq. (3.62) serd:

Q = Jf(X(a?), ) (3.86)

Calculemos o parénteses de Poisson {Hg(x), Ho(y)}. Temos

{Holz), Holy)} = {7Uz), Hiy)} + {H{x), Qw)} +{Q(=), H(y)} =
H ()06 (z,y) = H ()86 (y, ) + {H(2), Q) } + {Qx), H{w)} (3.87)
onde os dois primeiros termos do lado direito sio exatamente aqueles que aparecem

na algebra de Dirac Eq.(3.25}. Portanto, para que a dlgebra de Dirac se mantenha, é

necessério que {H(z), Q(y)} + {Q(z), H{y)} seja fortemente zero. Entretanto,

L), abe X7 OX* Dé(y, x)
{H(l‘). CJ(U)} + {Q(I)':%(U)} - +2Wj(y)€ajk€ b a% 5‘% aya -+
J d*k v¥(z) | b OXT OXF 96(x,
2750 [ i cosk(X) =) = 20wt ST X O
J(z) - Pr
21/(y) 7y ) B(x) / (2@3% cos k. (X{z) — v(3.88)

e o lado direito desta equacdo é evidentemente diferente de zero. Assim a algebra de
Dirac nao é satisfeita neste exemplo particular. Isto estd nos dizendo, no contexto ge-

ometrodinamico do trabalho de Teitelboim j& discutido, que as trajetérias bohmianas
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estao gerando uma estrutura que nao corresponde a wm campo relativistico no espago-
tempo de Minkowski. Em outras palavras, mostramos a quebra da invariancia de Lorentz
da teoria em termos da quebra da algebra de Dirac dos vinculos. Ressaltamos que a
invariancia relativistica é perdida a nivel de eventos individuais. As propriedades ob-
servaveis do campo sdo basicamente estatisticas e estdo contidas nos valores esperados

dos operadores

<U|A|T>= / U [0 (AD)[6] Do (3.89)

0s quais continuam sendco invariantes. Enquanto a invaridncia dos eventos individuais
pode em geral ser quebrada, como vimos explicitamente no exemplo acima, a relativi-
dade especial vai ser verificada nos experimentos que testem e confirmem o formalismo
probabilistico. A invarincia Lorentz é um efeito estatistico [15] [16]. Salientamos que
os resultados obtidos neste capitulo ndo dependem de se ter assumido dimenséo 4 e sao

validos para um espago-tempo de Minkowski de qualquer dimensao n > 2.



Capitulo 4

Quantizacao Canonica da Gravitacao

Nao existe ainda uma teoria quantica da gravitacao estabelecida. A TRG conduz a sua
propria inaplicabilidade: suaves condigoes iniciais podem evoluir em singularidades na
forma de buracos negros, talvez num grande colapso final (‘big crunch’), ou evoluiram
de uma singularidade inicial cosmologica chamada de ‘big bang’. Nessas configuragoes a
teoria perde o seu poder preditivo. Este é o contetido dos ‘teoremas das singularidades’
[41]. Assim, é nosso trabalho procurar outra teoria que possa descrever o Universo,
mesmo num hipotético instante de criacao. Neste caso, temos que admitir que as suaves
condigoes iniciais assumidas nos teoremas de singularidades ndo sdo mais validas sob
situagoes extremas de densidades de energia e curvatura muito altas (escala de Planck).
Podemos dizer que a TRG e outras teorias que descrevem os campos de matéria devam
ser modificadas sob estas condi¢oes extremas.

Para realizar esta modificagéo, poderiamos pensar (por analogia com a eletrodinamica
quantica) que os efeitos quanticos da gravitagao comecam, nestas condicoes, a ser impor-
tantes. Este é um procedimento natural pois historicamente teorias que desenvolveram

singularidades foram resolvidas por meio da quantizaciao, como a eletrodinidmica. Além

37
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disso, um universo de campos quantizados {eletro-fraca e cromodindmica quéinticas) em
interacAo com um campo gravitacional fundamental clissico resulta inconsistente [44]{47].
Ademais, as constantes fundamentais G (constante de Newton ), A (constante de Planck)

e ¢ (velocidade da luz) indicam a escala onde sera relevante uma teoria quantica da

gravitagao:

hG 45
Tp[ = (‘—5 ~ 10 1 5
he
My = 4= ~107%
c® 94 3
Pl = 7o 10g/em (4.1)

que sdo respetivamente, o comprimento de Planck, o tempo de Planck, a massa de Planck
e a densidade de Planck.

Outra razido que justifica quantizar a gravitagdo é que uma teoria quantica da gravi-
dade ao ser aplicada na cosmologia pode constituir uma teoria de condi¢des iniciais para
o Untverso. Uma teoria de condigoes iniciais do Universo é necessaria em Cosmologia
desde que desejemos explicar porque o Universo em que vivimos hoje tem as marcadas
propriedades de isotropia e homogeneidade, com pequenas desvios deste estado altamente
stmétrico que sdo amplificados pela interagao gravitacional. As solucées das equagoes de
Einstein com estas simetrias sao de medida nula, entdo porque nao vivemos num universo
altamente ndo homogeneo e anisotrdpico? A cosmologia quantica é uma teoria que pode-

ria explicar isto [48] (49]. A idéia de inflagao [50][51] ajuda nesta questdo mas nio a resolve
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porque também precisa de condigoes iniciais para acontecer. A cosmologia quantica € o
estudo da aplicacao de teorias de gravitagao quantica ao problema especifico da origem e
evolucao do Universo [52][45]/46].

Quantizaremos a TRG. Utilizaremos o conhecido formalismo canonico que esta haseado
na versao hamiltoniana da TRG. A 1déia agui é obter uma equacéo funcional quéntica
para o funcional do universo, a qual é analoga a equagdo de Schrodinger. FEste for-
malismo ndo é muito popular entre as outras teorias de campos (para uma comparagdo
deste com os formalismos mais usuais veja por exemplo [54, 55, 56]). Para construir o
hamiltoniano da TRG, o espaco-tempo é folheado por uma familia de hipersuperficies
tipo-espaco, uma para cada valor de t = cte, coordenada que define uma direcao tipo-
tempo. Isto implica que estamos restringindo o espaco-tempo a variedades 4-dimensionais
do tipo M* = R®Q M?. Entao, além de destruir a covaridncia manifesta da teoria, este
procedimento nao permite considerar espagos de outra topologia diferente desta, como
por exemplo espagos com rotacdo e com curvas de tipo-tempo fechadas como espacos de
Goedel [57] [58]. Quer dizer que questoes acerca de da existéncia de curvas tipo-tempo

fechadas nao podem ser respondidas neste formalismo.

4.1 Formalismo hamiltoniano classico

Comecemos entao com a separacdo 3+1 do espago-tempo [59] [60] [53]. Primeiramente
escolhemos um pardmetro que descrevera a evolucdo dinamica do sistema, seja por ex-
emplo z°, que desempenhara o papel de tempo z° = ¢. O estado fisico do sistema num

determinado instante ¢ significa dar a configuracio das varidveis candnicas numa certa
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hipersuperficie 3-dimensional tipo-espaco. Uma determinada hipersuperficie t = cte pode

ser descrita pelas equagdes paramétricas

X* = X*z%) a=0,1,23 i=1,23 (4.2)
Seus trés vetores tangentes z)axi tem componentes aa)f; na base 5}3& e 0 vetor normal
unitario a esta hipersuperficie n = n® 3)8(“ estd definido por
gnn)=-1 g(n, J =10, (4.3)
ox

onde g é o tensor métrico. No sistema de coordenadas de base 8)3(0, ficam

fagn®n® = -1, (4.4)

GapX{n™ =0, (4.5)

Como no capitulo precedente. Para cada valor do parametro ¢t = cte vamos ter uma
hipersuperficie diferente e o conjunto de todas elas, que forma o espago-tempo, pode ser

descrito por

Xo=X*z't), (4.6)

O vetor deformacao, que conecta dois pontos com o mesmo rétulo z* em duas hipersu-

PSS : Kl e & X% D Ao — OX«
pertiicies proximas, é dado por 5; que se escreve o, = “5- o e chamamos N® = %5 suas

componentes na base Este vetor pode ser escrito na base dada pelo vetor normal

2
X














































































































































































